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Chapitre XXIII : Intégration

L’objectif de ce chapitre est de définir rigoureusement l'intégrale au sens de Riemann en tant que limite de fonctions
en escaliers. « L’aire sous la courbe est l'aire limite de rectangles approchant la courbe ».

I Les fonctions en escalier

Soient (a,b) € R%, a < b.

e On appelle subdivision de [a; ] toute famille (xi)ie[[o;n]]a n € N* telle que

o La subdivision particuliére (z;) ; définie pour tout i € [0;n] par

i€[0sn

est appelée subdivision réguliére ou a pas constant.
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Remarque 1 :

1. Si (2;),¢[0,,) €St une subdivision & pas constant alors

b—a
Tit1l — Xy = .
n
2. Si (@i);e[o;n) €st une subdivision de [a; b, alors [a; b[= z‘e[[ol;_rllq]] [xs; zipa] et Ja; b] = ie[[o‘;j'llfl]] i 2iga].

3. Il n’y a pas bien entendu unicité de la subdivision. Une subdivision est juste une fagon de découper l'intervalle
[a; b] en n morceaux distincts.

Soient (a,b) € R%, a < bet ¢ € .F ([a,b],R). On dit que ¢ est une fonction en escalier si et seulement s’il existe
un entier n € N* et une subdivision (xi)ie[[o;n]] telle que pour tout ¢ € [0;n — 1], ¢ est constante sur |x;; z;41] i.e.

Remarque 2 :
1. Une fonction en escalier est « une fonction constante par morceaux ».
2. La fonction ¢ reste constante sur les intervalles |z;; 2;11[ mais fait ce qu’elle veut aux points z;.

3. Sio=(x;) ic[osn—1] st une subdivision pour laquelle ¢ est constante sur chacun des intervalles ouverts, alors
on dit que o est adaptée a .

4. Pour étre en escalier il faut donc I’existence d’une subdivision adaptée. Mais I'unicité d’une subdivision adaptée
n’est pas garantie. A contrario, pour toute fonction en escalier, il existe une infinité de subdivisions adaptées
(on peut toujours redécouper les intervalles d’une subdivision en intervalles plus petits et la fonction ¢ restera
bien constante sur chacun des intervalles).

Soient (a,b) € R?, a < b. On note & ([a;b]) Pensemble des fonctions en escalier définie sur [a; b].
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Remarque 3 :

1. Une fonction en escalier est a valeurs dans R et donc peut prendre des
valeurs négatives.

2. Une fonction ¢ en escalier prend au plus 2n + 1 valeurs : n valeurs
possibles pour les n intervalles |x;; 2;11] et n+ 1 valeurs aux points ;.
En particulier, ¢ est bornée.

3. A part les fonctions constantes sur [a;b] tout entier, aucune fonction
en escalier n’est continue ni a fortiori dérivable ou €.

4. La fonction partie entiére est une fonction en escalier sur [a; b].

_ h

Soient (a,b) € R%, a < b. L’ensemble & ([a,b]) des fonctions en escalier est un sous-espace vectoriel de .7 ([a; b], R).

. v
- h

Soient (a,b) € R%, a < b, p € & ([a;b]). Pour toute subdivision z = (Zi)ie[o;n) @daptée a ¢, on note

n—1
Iia) (o, @) = Z ¢ (Tit1 — Ti),
=0

ou pour tout ¢ € [0;n — 1], ¢; est 'unique valeur prise par ¢ sur |z;; x;41][.

Alors, si x et y sont deux subdivisions adaptées & ¢, on a Ij4.p) (0, 2) = Ijap) (¢, Y)-

Soient (a,b) € R%, a < bet ¢ € & ([a;b]). On appelle intégrale 'unique réel I1a;0) () tel que pour toute subdivision
x adaptée a p,

o) () = Tiap) (0, T) -

\ J

Remarque 4 :
1. Lorsque ¢ est positive, Ij,.) (¢) est I'aire sous la courbe de ¢.

2. L’intégrale Ij,4) (») « ne voit pas » les points (2;,¢ (z;)). Plus précisément, la valeur de I'intégrale I[,4 () ne
dépend pas des valeurs prises par ¢ aux points ;.

Soient, (a,b) € R2, a < b et (p,9) € & (Ja;b])>.
1. Linéarité. Soient (A, 1) € R alors

I[a;b] ()‘90"_:[“/}) = )‘I[a;b] (90) + //'I[a;b] (¢) .

2. Positivité/croissance.
(a) Si pour tout = € [a;b], p(z) >
(b) Si pour tout x € [a;b], ¢(z) <

0 alors Ijq (@) = 0.

¢($) alors I[a;b] (30) < I[a;b] (¢)
3. Séparation. On suppose que pour tout = € [a;b], ¢(x) = 0 et que Ij4;p) () = 0. Alors ¢ est nulle sur [a; b] sauf
éventuellement en un nombre fini de points (les points d’une subdivision adaptée).

4. Relation de Chasles. Soit c €]a;b[. Alors Ija,q (@) + Ijc;p) (©) = Tjasp) (0)-

II Construction de ’intégrale

On rappelle que 'on note € ([a; b], R) ou plus simplement % ([a; b]) 'ensemble des fonctions définies et continues sur
[a; b] & valeurs dans R.

2/i3
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Remarque 5 : Autrement dit on peut approcher toute fonction continue uniformément (pour tous les x en méme
temps) a e-pres par une fonction en escalier.

Soient (a,b) € R2, a < bet f € % ([a;b]). Pour tout & > 0, il existe (o=, o) € & ([a;b])* deux fonctions en escalier
telles que

Vo €lab], ¢ (@) <fl@)<e(@) et 0<¢T() -9 (2) <e.

Remarque 6 : Autrement dit, on peut encadrer uniformément (pour tous les x € [a;b] en méme temps) toute
fonction continue par une fonction en escalier inférieure a f et une autre fonction en escalier supérieure a f.

Démonstration. Soit ¢ > 0. D’apres le théoréme de Weierstrass, il existe ¢ € & ([a; b]) telle que

€
e, /(@) - @)l <5
ie. c c
Vo € ab],  p() -5 < fl@) Sp@) + 5
On pose ¢~ = ¢—5 et o7 = ¢+5. En tant que somme (ou différence) de deux fonctions en escalier, ¢~ est

une fonction en escalier et de méme pour ¢t et on vérifie bien d'une part que o~ < f < T et T —p~ =
pt5— (pl2) = 5) =e

Soient (a,b) € R?, a < bet f € € ([a;b]). Alors
1. L’ensemble I~ = {Ijq (¢7) | ¢~ € & ([a;b]) ,¢~ < f } admet une borne supérieure.
2. Lensemble I = { Ij5.4) (o) | ¢+ € & ([a;0]) ,¢T > f } admet une borne inférieure.

3. Les bornes des deux ensembles précédents coincident.

\ J

Démonstration.

1. D’apres le corollaire on sait qu'il existe ¢~ € & ([a; b]) vérifiant ¢~ < f (et méme assez proche de f). Méme
sans ce corollaire, puisque f est continue sur [a; b], alors f est minorée sur [a;b] et donc il existe m € R, tel que
pour tout = € [a;b], f(x) = m. Donc la fonction constante égale & m est une fonction en escalier inférieure & f
et donc I~ est bien un ensemble non vide. Montrons qu'’il est majoré. La fonction f est continue sur [a; b]. Donc

IM e R, Vx € [a;b], f(x)

N

M.

Donc pour toute fonction ¢ € & ([a;b]), telle que ¢ < f on a ¢ < M sur [a;b]. Or la fonction ¢,, constante
égale & M sur [a;b] est aussi une fonction en escalier. Donc (et seulement parce que les deux fonctions ¢ et ¢,
sont en escalier), par la proposition on a

I[a;b] (Soi) < I[a;b] (‘PM) =M (b - a) .
Conclusion,
Vo~ € &([a;b]) telle que ¢ < f, on a Tl (¢7) S M (b—a).
Le majorant étant indépendant de ¢, on en déduit bien que I~ est majoré. Donc par un théoreme du cours,
I’ensemble [~ étant une partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

2. Similaire au point précédent. On peut aussi considérer —f et relier I™ de f & I~ de —f et utiliser le point
précédent.

3. Notons a =supl~ et 3 =infIT.
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o Montrons pour commencer que a < /3. Soient o~ € & ([a;b]) et ¢ € & ([a;b]) deux fonctions en escalier
telles que
p- < f<et.
Alors par croissance de I'intégrale sur les fonctions en escalier,

Tia) (97) < Iy (07) -

Ceci étant vrai pour ¢~ < f quelconque, on en déduit que Ij,y (o) est un majorant de I~ et que donc
(a étant la borne supérieure est le plus petit des majorants)

a < Ty (¢7) -
Ceci étant vrai pour ¢ > f quelconque, on en déduit que a est un minorant de I™ et donc
a < B.

¢ Montrons maintenant que a > . Par le corollaire du théoreme de Weierstrass, pour tout € > 0, il existe
- et o deux fonctions en escalier sur [a;b] telles que

po < f<of et 0< ol —po <e.
Les premiéres inégalités impliquent que Ijq,p (2 ) € 17 et I (¢F) € I'T. Par conséquent,

a2 g (#7) et B < Jagy (#7) -

Or on sait également ¢t — ¢ < e donc par croissance et linéarité de I, [a;b) Sur les fonctions en escalier, on
a

Tiae) (92) = Tiag) (02) <e(b—a).

On obtient donc
b—a<e.

Ceci étant vrai pour tout € > 0, en passant a la limite quand € — 0, on conclut que

B—a<0 = 8 < a.

— )

Soient (a,b) € R%, a < bet f € € ([a;b]). On appelle intégrale de f sur [a;b] I'unique réel défini par

sup I~ =sup { o) (¢7) | ¢~ € & ([as0]) ™ < f} =inf IT = inf { Iy (¢7) [ ©F € & ([as0]), 0" > F}.

b b
On la note f ou / f ou encore / f(t)de.
[a;0] a a

\ J

Remarque 7 : Si ¢ est une fonction constante : 3¢ € R, Vz € [a;b], ¢(z) = c. Alors ¢ € & ([a;b]) NE ([a;b]) et on a
alors dans ce cas,

b
- a) =Ty (9) = [ (01t

IIT Propriétés de l’'intégrale

Soient (a,b) € R%, a < b, f € € ([a;b]), g € € ([a;]) et (\, ) € R% L’intégrale est linéaire :

/ O F() 4 g A = oo
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Soient (a,b) € R%, a < b, f € € ([a;b]), g € € ([a;b]). Alors
1. Si f > 0 sur [a; b], alors

2. Si f < g sur [a;b], alors

alors pour tout z € [a;b], f(z) = 0.

-

J

Démonstration. Procédons par l'absurde, on suppose qu'il existe xg € [a;b] tel que f (zp) # 0. Puisque f est

positive (ou nulle) on en déduit que f (z) > 0. En posant ¢ = @ > 0. Par continuité de f, il existe n > 0 tel que
pour tout = € [zg — n; 0 + 1] N [a; b]

T
Fa) > o) 2= 0 g
On considere alors la fonction en escalier
¢ : |a;b =R
xH{“?>axehmmm+mmMM
0 sinon.

On vérifie alors que ¢ est une fonction en escalier et que pour tout = € [a;b], p(z) < f(z). Donc par définition de
Iintégrale,

f (o)

b _ L@ 4 ) — max (2 — ma)) > L0
00t > 1y (0) = L5 (min (o +9,) = e (0~ . 0)) >

2

n > 0.

Ce qui contredit U'hypothese [° f(t)dt = 0.

J

Soient (a,b,c) € R?, a < c < b, f € %4 ([a;b]). Alors

Soient a > 0 et f une fonction continue sur [—a;al.

e Si f est paire, alors fO)dt=.....oooiiL

e Si f est impaire, alors / fydt=.........

—a

,
.

Soient 7" > 0 et f une fonction continue sur R et T-périodique. Alors, pour tout a € R,

/:+T £t dt = /OT £(t) dt.

Autrement dit la valeur 'intégrale de f sur n’importe quel segment de longueur T' est toujours la méme.

\. J

/i3
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IV Inégalités

_ )

Soient (a,b) € R, a < bet f € € ([a;b]). Alors

Soient (a,b) € R?, a < bet (f,g) € € (Ja;b])*. Alors

t| < sup |f(s I/Ig )| dt.

s€(a;b]

En particulier si g est la fonction constante égale a 1,

t| < sup |f(s)[(b—a).

s€[a;b]

\ J

Remarque 8 : Le réel ;— f f(t) dt vérifie

b
m= inf f(s) < ! /f(t)dt<M: sup f(s),
s€la;b] b—a a s€la;b]

et est appelé la valeur moyenne de la fonction f sur [a;b]. Ce réel étant entre les bornes atteintes par f et f étant
continue par le théoréme des valeurs intermédiaires,
1 b
= t)dt
2 /a f(t)

dc € [asd],

appelé identité de la valeur moyenne.

Soient (a,b) € R?, a < b, (f,g) € € ([a; b])*. Alors

</abf(t)g(t)dt>2 < /abfz(t) dt[g2(t) dt.

Démonstration. La démonstration est particulierement élégante et classique pour mériter un petit détour. On pose
pour tout A € R,

b
PO) = [ (f0)+ g0 at

Par positivité de 'intégrale, on observe que pour tout A € R, P (A\) > 0. De plus par linéarité de 'intégrale,

—/\2/f dt+2/\/f dt+/b 2(t) dt.

On remarque alors (les intégrales étant des réels fixés) que P est un polynémes du second degré et puisque P est
positif sur R tout entier, on en déduit nécessairement que son discriminant est négatif :

—4(/f dt) —4/ 2t dt/ 2(t)dt
= (/abf(t)g(t)dt> g/a f2(t)dt/a g>(t) dt.

6 /12



e Mathématiques PTSI, Chapitre XXIII 2025-2026

Remarque 9 : Extension aux bornes inversées. Si (a,b) € R? sont deux réels tels que a < b, alors on définit

fbafpar ,
/ba £t dt = —/a F(t) dt.

Si a = b on étend également la définition de 'intégrale par

/aaf(t)dtzo.

Alors les résultats suivants peuvent s’étendre & ces nouvelles notations :
o linéarité de l'intégrale,
 séparation (avec a # b),
o relation de Chasles.
Cependant les résultats suivants sont faux lorsque les bornes ne sont pas dans ’ordre :
o positivité/croissance de l'intégrale,

e toutes les inégalités.

_ )

Soit (a,b) € R?, a < bet f € € ([a;b],C) une fonction a valeurs complexes. Alors Re (f) et Im (f) sont deux
fonctions continues sur [a;b] & valeurs dans R et on définit alors l'intégrale de f sur [a;b] par

\ J

Remarque 10 : Alors les résultats suivants peuvent s’étendre aux fonctions complexes :
o linéarité de l'intégrale,
« relation de Chasles,
e toutes les inégalités en remplagant les valeurs absolues par le module!

Cependant les résultats suivants sont faux lorsque f est complexe :

o séparation/positivité/croissance de 'intégrale (I'ordre < n’a pas de sens pour les fonctions non réelles).

V  Théoreme Fondamental de I’Analyse

- h

1. On dit qu’'une fonction F' est une primitive de f sur un intervalle I si et seulement si F' est dérivable et pour
tout x € I, F'(z) = f(x).

2. Si F et G sont deux primitives de f alors il existe C' € R, telle que pour tout z € I, F(z) = G(x) + C.

3. Siaelet AecR, alors il existe au plus une primitive F' de f sur I telle que F'(a) = A.
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_ )

Soient I un intervalle de R, a € I et f € € (I). Alors pour tout A € R, lapplication

F : IT—-R

x'—>A+/xf(t)dt,

est 'unique primitive de f telle que F(a) = A.

\ J

Remarque 11 : Puisque la dérivée de F est f et que f est continue sur I, on en déduit que F est €' sur I.

Soit (a,b) € R?, f € € ([a;b]) et F UNE primitive de f sur [a;b]. Alors

b
/ F(#)dt = F(b) — F(a).

Démonstration. Si F' UNE primitive de f sur [a;b]. Puisque x — f; f(t) dt est une autre primitive de f sur [a;b]
(d’apres le théoréme précédent), on en déduit done d’apres le rappel précédent, qu’il existe A € R telle que pour tout
z € [a;b], F(z) = A+ [T f(t)dt. Donc,

F(b)—F(a):A+/abf(t)dt— <A+/aaf(t)dt) :/abf(t)dt.

Soient I un intervalle de R et f € ¢’ (I) alors pour tout (a,b) € I2,

b
ﬂ®=ﬂw+/fﬁmt

Démonstration. Il est trés important de spécifier f €' pour que f’ soit continue et que donc I'intégrale de f sur
[a; b] C I soit bien définie. Dans ce cas, f est bien une primitive de f’ sur [a;b] et donc par le théoréme précédent,

b
f@—ﬂ@=/f®®

Exemple 12 : Montrer que la fonction ¢ : x — / e dt est €1 sur R%.
VT

VI Sommes de Riemann

La méthode des rectangles et I'approximation de l'intégrale par une subdivision réguliere est un cas particulier de
I’approche de I'intégrale de f par des fonctions en escalier. Cependant, a I'image du théoréme de comparaison série-
intégrale du chapitre précédent, ce lien entre somme et intégrale est utile, notamment pour calculer/approcher des
sommes a 'aide d’intégrales.
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Soient (a,b) € R a < bet f € € ([a;b]). Pour tout n € N* on définit
SO (f S ( ) ot 5<2>(f>:b—_“z":f<a+kb—a>_
= " no n
Alors )
(1) - (2 -
dm S0 ()= tim 80 (= [ f)at
De plus,
(1) ’ 1 2) b 1
1 — = — — = —
Sy’ (f) /a f(t)dtn%oo(?(n) et S (f) /a f(t)dtn%ooo(n)'

Remarque 13 : La notation S5 (f) ou SP (f) n’est pas standard mais le terme somme de Riemann si. Attention
a ne pas confondre les sommes de Riemann avec les séries de Riemann !

définie pour tout n € N* par

Exemple 14 : Montrer que la suite (Sy),,cy»

"1
Sn=2
—n +k
converge et calculer sa limite.

Remarque 15 : Attention!!! Les sommes de Riemann ne sont pas des séries car on divise chaque somme « partielle »
par la variable n qui est... variable!

VII Formules de Taylor

_ )

Soient I un intervalle, n € N, f € €™ (I,R) et z¢p € I. Pour tout = € I on a

"y , ™ (5 §
f(@) a0 f (o) + f (o) (z —z0) + S (o) (x—m0)" +--- + —f nE g (x —20)" + 0 ((x — x0)")
" (z— x)*
o Z ( i 0) F® (20) 4 o ((z — z0)").
k=0 :

50 =@ + 7@ -0+ 0 ey 4 4 LD g [FCD g

Remarque 16 :
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e La formule de Taylor avec reste intégral est plus précise que la formule de Taylor-Young car le reste est donné
de fagon explicite mais elle demande en contrepartie une régularité plus forte sur f.

« L’hypotheése €11 est nécessaire pour que f("+1) soit continue et donc pour que lintégrale existe.

Soient I un intervalle de R, n € N, f € €™+ (I) et (a,b) € R% Alors

10/12
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Henri LEBESGUE (Beauvais 1875 - Paris 1941) est un mathématicien frangais
fils d’un ouvrier typographe. Celui-ci meurt de la tuberculose alors que Lebesgue
n’a que trois ans. Sa mére doit faire des ménages pour subvenir aux besoins de
la famille. Brillant éléve dés [’école élémentaire, Lebesgue intégre I’Ecole Normale
Supérieure et y suit avec passion les cours d’Emile BOREL qui aura une trés forte
influence sur les travaur de Lebesque et avec qui Lebesgue se liera d’amitié. Apres
une these & Nancy, Lebesgue obtient un poste a I’Université de Rennes jusqu’en
1906 avant d’enseigner a Poitiers puis d’étre nommé en 1912 au Collége de France.
1l est par la suite élu a ’Académie des Sciences en 1922. L’oeuvre de Lebesque
est centré sur la théorie de lintégration. Il propose dans sa thése une nouvelle
construction fondée sur les tribus boréliennes qui étend et généralise profondément
Uintégrale de Riemann (qui ne marche que pour des fonctions dont 'ensemble des
points de discontinuité doit étre raisonnable).

Cette théorie de l'intégration et de la mesure clot pratiquement le débat sur la définition de l’intégrale et aura d’im-
menses répercutions en ouvrant la voie d l'intégration abstraite et a la théorie des probabilités.

Bien que fréquentant les milieux cultivés de son époque, Lebesque reste candide et pas toujours d l'aise dans le grand
monde. Un jour, au vestiaire du restaurant, il se trompe de manteau, s’en apercoit peu aprés, le rapporte et s’excuse
aupres du propriétaire. Celui-ci le toise avec mépris : « Vous auriez bien pu voir le ruban de la Légion d’Honneur! ».
Lebesque ne réplique rien et chacun s’en retourne avec son propre manteau. Il faut pourtant savoir que Lebesque était
lui aussi a ’époque légionnaire...

Henri Lebesgue a l'dge de dix ans résout le premier dans sa classe l'exercice donné et l’améne a son instituteur.
Celui-ci regarde et lui répond : « Ce n’est pas ¢a. Recommence! ». Henri retourne a sa place, recommence et retrouve
le méme résultat. Il 'apporte a nouveau et n’obtient pour tout réponse : « Mais non, fais attention! ». Le maitre sort
quelques instants et Henri en profite pour jeter un coup d’oeil sur le livre du maitre, ot il décéle une erreur dans la
correction...

Voici une citation de Paul Montel, un autre mathématicien. Il décrit de fagon élogieuse les derniers cours d’Henri
Lebesgue alors que ce dernier est déja souffrant.

« Au début de 1941, Henri Lebesgue donna au Collége de France son dernier enseignement annuel. [...] A ses yeux
cela signifiait faire son devoir, discipline plus nécessaire que jamais pour ceur qui, comme lui, avaient foi dans la
libération et le relévement de la Patrie. »

Un mathématicien discute avec un ami issu d’une école de management. Sidéré par la différence de salaire, son ami
lui propose « Tu sais notre boite embauche. Mais elle se méfie des personnes trop cérébrales, donc tu devras cacher que
tu es mathématicien ». Le mathématicien suit son conseil et se met en effet a gagner beaucoup d’argent. Le boite en
question décide cependant de relever le niveau de ses employés et les envoie en cours élémentaire de mathématiques.
Le premier jour on demande au mathématicien d’écrire au tableau la formule donnant l'aire d’un cercle. Celui-ci
ne s’en souvient plus. Il essaye alors de la retrouver par le calcul d’une intégrale double en coordonnées polaires.
Malheureusement, il se trompe et obtient un résultat négatif. Il recommence le calcul une deuziéme fois puis une
troisiéme fois et retombe toujours sur le méme résultat négatif. Stressé, il se retourne vers la classe et entend tous
ses camarades prétendument non-mathématiciens souffler : « Inverse les bornes d’intégration! Inverse les bornes
d’intégration ! ».
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